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Ejercicio 1. Analisis
Sea f : R — R la funcién definida por

f(x) = a+ bcos(x) + csin(x).

Halla a, b y c sabiendo que su gréfica tiene en el punto de abscisa x = 5 a la recta y = 1 como

recta tangente, y que la recta y = x — 1 corta a la grafica de f en el punto de abscisa x = 0.
Solucién:
La funcién dada es:
f(z) = a+ bcos(x) + csin(x).
Hallamos la derivada para utilizar la condicion de tangencia:
f'(x) = —bsin(z) + ccos(z).

Sabemos que en z = 7 la recta tangente es y = 1, lo que implica dos condiciones:
1. El punto de tangencia pertenece a ambas funciones:

()1

2. La pendiente en ese punto debe ser la misma (recta horizontal):

' f) —0
r(3)=0
Aplicando la primera condicién:

f(%) :a+bcos<g)+csin(g) =a+c=1.

Aplicando la segunda condicion:
m

7(5) - () rem(E) -0 = ven

Entonces, hasta ahora tenemos:

b=0,
a+c=1.

Por otro lado, como la recta y = x — 1 corta a la grafica de f en z = 0, tendremos que:

£(0) =a+bcos(0) + csin(0) =a+b=a.

Igualamos con la recta y = x — 1 evaluada en z = 0:

a=0-1 = a=-1.

Usando el valor de a en la ecuacién anterior a + ¢ = 1 obtenemos:

—1l+c=1 = c=2

Resumiendo los resultados obtenidos:

Por lo tanto, la solucién es:
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Ejercicio 2. Analisis

Sea la funcién f : R — R dada por f(x) = (x — 1) e .

a) Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f.
b) Halla los extremos absolutos de f (abscisas donde se obtienen y valores que se alcanzan).

Solucién:
a) Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f.

Para determinar los intervalos de crecimiento y decrecimiento, analizamos la derivada de la funcién:

Calculamos la derivada usando la regla del producto:
2 1 ( 2 —.’L'2 o —(L‘2 1 2 1
-5 ) (= x)e =e 2wz |

fla) =+

Simplificamos el interior del corchete:
1 2 2
1—-2x a:—§ =1-22"4+2x=-22"4+2+1.

Por lo tanto,
2
fl(x) =e ™ (=222 + 2+ 1).

Calculamos los extremos relativos igualando a cero la derivada, aunque tenemos en cuenenta que e

_mz

factor e siempre es positivo, asi que el signo depende del polinomio cuadratico:

97+ +1=0.

Resolvemos esta ecuacion cuadratica:

—1+v/1+8 —-1+43
T = = .

—4 —4
Por lo tanto, tenemos dos soluciones:
1
r=——, x=1
2
Estudiamos el signo de f’(z) en los intervalos determinados por estos puntos:
T ‘ (—OO, _%) ‘ (_%7 1) ‘ (1,+OO)
f'(x) - + -
f(x) N / N

Por lo tanto, la solucién es:

1
f(x) es decreciente Vz € (—o0, —5) U (1,400); f(x) es creciente Vx € (—5, 1)
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b) Halla los extremos absolutos de f (abscisas donde se obtienen y valores que se alcanzan).

Como hemos visto anteriormente, la funcién tiene un minimo local en z = —% y un maximo local en
x = 1. Ahora calculamos los valores:

f(1) = (1 - ;) et = 2—16

Para extremos absolutos consideramos los limites en los extremos del dominio:
li = li =0.
Jim f(z) =0, lm f(z)=0

Comparando estos valores, tenemos:
— Maéximo absoluto en z = 1: f(1) = 5.

;. o 1. 1\ 1
— Minimo absoluto en z = —3: f (—5) — —e 1.

Por lo tanto, la solucion es:

1 1 1 1
Méximo absoluto: z =1, f(1) = 20 Minimo absoluto: = = —3 I (—2) =—¢ 1
e
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Ejercicio 3. Analisis

Sean f,g: R — R las funciones definidas por f(x) = —x2 + 7 y g(x) = [x% — 1|.

a) Halla los puntos de interseccién de las graficas de f y g. Realiza un esbozo del recinto
acotado y limitado por dichas graficas.
b) Calcula el drea de dicho recinto.

Solucion:

a) Halla los puntos de interseccién de las gréaficas de f y g. Realiza un esbozo del recinto
acotado y limitado por dichas graficas.

Para hallar los puntos de interseccién, resolvemos la ecuacién:
—2? 4+ 7= |z? - 1].

Esto lleva a dos casos, segun el valor absoluto:
1. Caso 1: 22 = 1> 0= |z| > 1

2?4 7=2>-1 = 22°=8 = 2’=4 = =42
2. Caso2: 22 —1<0=|z| <1
2?4 T7=—(*-1) = —2’4+7=-2+1 = 7=1 (Imposible).
Por lo tanto, los puntos de interseccién son:
r=-2 y x=2.
Sustituyendo en cualquiera de las dos funciones podemos encontrar la otra coordenada de los puntos:
(=2,3) v (23).

Y

Por lo tanto, la solucién es:

Puntos de interseccién: (—2,3) y (2,3) ‘



https://mentoor.es
https://mentoor.es

Matematicas. Andalucia 2024, Extraordinaria

mentoor.es

b) Calcula el drea de dicho re

El area del recinto estd dada p

cinto.

or la integral definida:

2
Area = / [(—2®+7) — |2° — 1]] dx

-2

Por simetria respecto al eje y, podemos calcular el drea como:

Separamos la integral segin el

-l 2
Area =2 /( 2+ 7+ 2 —1da:+/ —2% 47— (2% = 1))dx
:01 2 '
=2 / 6dx+/ dx]
/o 1
o o )
=2 6$|0+<—3+8$>’1]

[ 16
:26+(—446+—8”

2
Area = 2/ [(—2®+7) = |2° = 1]] do
0

valor absoluto:

3 3
L B
o [gy 164842 2ﬂ
i 3
[ 10 28 56
=2 —|=2-= ="
_6+3} 3 5 U

Por lo tanto, la solucién es:

Area del recinto: % unidades cuadradas
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Ejercicio 4. Analisis
Halla fog e* cos(x) dx.

Solucion:

Para resolver la integral utilizaremos la técnica de integracién por partes. Recordemos la férmula:

Elegimos

/udv:uv—/vdu.

u=e* = du=e"dr y dv=cos(z)dr = v=sin(x).
Entonces,

/ ¢ cos(z)dz = e sin(z) — / ¢" sin(z)dz.

Nuevamente aplicamos integracién por partes para la integral restante. Ahora, elegimos

xX

u=e€e" = du=e"dx y dv=sin(z)dr = v=—-cos(z).

Entonces, obtenemos

/ez sin(z)dx = —e” cos(x) + /ez cos(z)dx.
Sustituyendo esto en la expresién inicial, tenemos que
/e”” cos(z)dr = €” sin(x) — (—e”” cos(z) + /e”” cos(ac)dx)
= e”sin(z) + € cos(x) — /em cos(z)dx.
Llamemos
I= /egj cos(z)dz.

Entonces, la ecuacién se convierte en
I =e"sin(z) + e cos(x) —I = 2 =e"(sin(z) + cos(x)).
Asi,

I= /ez cos(z)dx = ex(sin(x);_ COS(J?)).

Ahora evaluamos la integral definida desde 0 hasta :

™

e*(sin(x) 4 cos(x)) | *

/ e’ cos(x)dx =
0 2 0

[NE]

_ e (sin(F) + cos(%)) — €°(sin(0) + cos(0))
2

_e2(1+0)—(0+1) e?—1

B 2 2

Por tanto, la solucién es:

&
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Ejercicio 5. Algebra

Considera la matriz A = (_01 ?)

a) Halla todas las matrices X que cumplen XA = ~AX® y X2 =1, donde I es la matriz iden-
tidad de orden 2.

b) Halla todas las matrices Y que cumplen YA = AY, la suma de los elementos de su diagonal
principal es cero y tienen determinante —1.

Solucion:

a) Halla todas las matrices X que cumplen XA = —AX® y X2 =1, donde I es la matriz iden-
tidad de orden 2.

a b -
Sea X = <c d)’ entonces tenemos las condiciones:

XA=-AX" v X?=1.

Evaluamos la primera condicion:
a by (-1 0\ _ (-1 0)[(fa c
c d 0 1) 0 1/\b d)’
—a b\ _ (—-a —c\_(a ¢
—c d) b d) \-b —-d)’

Tgualando términos obtenemos:

lo que resulta en

La matriz X tiene la forma:

Ahora utilizamos la segunda condicién X? = I:
0 b\° [ 0\ ;
b 0) —\o »)

=1 = b=+1.

Esto implica que

Asi, las matrices que cumplen ambas condiciones son:
0 1 0 -1
X_(l 0) OX_(—l 0)'

Por lo tanto, las soluciones son:
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b) Halla todas las matrices Y que cumplen YA = AY, la suma de los elementos de su diagonal
principal es cero y tienen determinante —1.

Sea Y = (CCL 2) La condicion YA = AY implica:

E 0 =0

Esto da lugar a:

Igualando términos obtenemos las condiciones:
b=-b y —c=c = b=0, c=0.
Entonces, la matriz es diagonal:

La traza es cero, por lo que:

El determinante es -1, por lo que:

ad=—-a’*=-1 = da>=1 = a==+l1.

) ()

Por lo tanto, las soluciones son:

v b))

Asi obtenemos dos matrices:
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Ejercicio 6. Algebra

Un proveedor de perfumerias vende a sus comerciantes tres tipos de perfumes A, B y C. En
un primer pedido una tienda ha encargado 20 perfumes de tipo A, 30 de tipo B y 15 de tipo
C, por un importe de 2200 euros. En un segundo pedido ha comprado 15 perfumes de tipo A,
10 de tipo B y 10 de tipo C, por un importe de 1250 euros.

a) ;Cuanto tendremos que pagar por un pedido de 25 perfumes de tipo A, 10 perfumes de
tipo B y 16 de tipo C?

b) Si anadimos que el precio de un perfume de tipo C es % del precio de una unidad de tipo
A, ;cudl es el precio de cada tipo de perfume?

Solucion:

a) ;Cuanto tendremos que pagar por un pedido de 25 perfumes de tipo A, 10 perfumes de
tipo B y 16 de tipo C?

Sean a, b y ¢ los precios unitarios de los perfumes tipo A, B y C respectivamente. Con los datos
proporcionados formamos el sistema:

20a + 306 + 15¢ = 2200,
15a + 10b + 10c = 1250.

Queremos calcular el valor de 25a + 10b + 16¢. Intentamos expresar esto como combinacion lineal de
las dos ecuaciones proporcionadas inicialmente:

2(20a 4 30b + 15¢) + y(15a + 10b + 10¢) = 25a + 10b + 16¢.

Al resolver este sistema para las incognitas a, b y ¢, encontramos que:

20z + 15y = 25,
30z + 10y = 10,
152 + 10y = 16.

Resolviendo las dos primeras ecuaciones simultaneamente:

r=—C, yzg

20z 4 15y = 25 N 2 11
30z + 10y = 10 )

Comprobamos en la tercera ecuacién:

15 <—§>+10(151) =—-6+22=16 V

Por tanto, la combinacién lineal es correcta, y el importe solicitado es:

2 11
5 2200 + 5 1250 = —880 + 2750 = 1870 euros.

Por lo tanto, la solucién es:

b) Si anadimos que el precio de un perfume de tipo C es % del precio de una unidad de tipo
A, ;cudl es el precio de cada tipo de perfume?

9 co
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Con esta informacién adicional, ¢ = %a, el sistema inicial se transforma en:

a) = 2200,

20a + 30b + 15 (
a) = 1250.

2
5
15a 4+ 10b + 10 (2

Simplificamos el sistema:
26a + 30b = 2200,
19a + 10b = 1250.

Multiplicamos la segunda ecuacién por 3:
57a + 30b = 3750.

Restamos ambas ecuaciones:
3la =1550 = a=50.

Sustituyendo en la segunda ecuacién original:
b=30

Calculamos ¢: 5
- 50 = 20.
5

o
Il
I

Por tanto, los precios son:

a = 50 euros, b= 30 euros, ¢ = 20 euros.

Por lo tanto, la solucién es:

a = 50 euros, b= 30 euros, c = 20 euros

10
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Ejercicio 7. Geometria

=142\
Considera el plano r=x—-2y+z—-2=0y larectar=(y= )\ ,AER.
z=1

a) Estudia la posicién relativa de 7 y r.
b) Calcula la ecuacién de la recta contenida en 7 que pasa por el punto P(2,-1,-2) y es
perpendicular a r.

Solucion:

a) Estudia la posicién relativa de 7 y r.
Sustituimos la ecuacién paramétrica de la recta r en el plano 7 para estudiar la posicién relativa:
I+20)-2M0)+(1)—-2=0 = 14+22-224+1-2=0 = 0=0.

Esta igualdad, siempre cierta, implica que todos los puntos de la recta satisfacen la ecuacién del plano,
lo que indica que la recta r estd contenida en el plano 7:

™

Por lo tanto, la solucién es:

La recta r esta contenida en el plano 7.

b) Calcula la ecuacién de la recta contenida en 7m que pasa por el punto P(2,-1,—-2) y es
perpendicular a r.

El vector director de la recta r es:
7. = (2,1,0).

La recta buscada debe ser perpendicular a r, por lo que su direccién @ = (a, b, ¢) verifica:
-0 =0 = (a,b,¢)-(2,1,00=2a+b=0.

Ademsds, como la recta estd contenida en el plano m, su direccién también debe ser perpendicular al
vector normal del plano i, = (1,—2,1):

U-i,=0 = (a,b,0)-(1,-2,1)=a—2b+c=0.

2a+b=0
a—2b+c=0
Podemos elegir a = 1 (valor arbitrario), asi obtenemos:
2(1) +b=0 L fe=2
1-2b4+c¢=0 c=2b-1=-4-1=-5

Por tanto, un vector director adecuado es:

i=(1,-2,-5).

Obtenemos el sistemas

&
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Finalmente, la recta pedida, que pasa por el punto P(2, —1, —2), tiene la ecuacién paramétrica:

r=2+4+pu
y=-1-2u , pek.
z=—2—-5U

Por lo tanto, la solucién es:

r=24+p
y=-1-2p , peR
z=-2—->5u
12
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Ejercicio 8. Geometria

Considera los puntos A(4,0,0) y B(0,2,0). Calcula los puntos del plano OXZ que forman un
tridngulo equilatero con A y B.

Solucion:

Sea el punto buscado del plano OXZ, C(z,0,z), ya que pertenece a dicho plano y, por tanto, tiene la
coordenada y = 0. Para que el tridngulo ABC' sea equildtero, se deben cumplir:

AC =BC =AB

Calculamos las distancias:

1. Distancia AB:

AB=+/(0-42+(2-02+(0-02=v16+4=v20=2V5
2. Distancia AC:

AC =\/(x =42+ (0-0)2+ (2 — 0)2 = /(z — 4)2 + 22

BC=y(z—02+(0-22+(z—02=22+4+22

Igualamos estas distancias para formar el tridngulo equilatero:

1. AC = AB:
VE—424+22=2/5 = (z-4)2+22=20
Vaz+4+22=2V5 = 224+2244=20 = 2>+:°=16

Obtenemos el siguiente sistema:

3. Distancia BC:

2. BC = AB:

(r —4)2+2%2=20
224+ 22=16

Restamos la segunda ecuacién de la primera:

(x—4)?+22 -2 +2)=20-16 = 2°-8r+16—2°>=4

Simplificando:
8r416=4 = —8r=-12 = x:%
Sustituimos z = % en la ecuacién z? + 22 = 16:
3\? 9 9 55
— 2 = — 2 = 2 = _—_ = —
(2> + z 16 = 4+z 16 = =z 16 1 1

Por tanto, obtenemos dos puntos simétricos respecto al plano OX:

Por tanto, los puntos buscados son:

01:<3 Oyﬂ . 02:<3 O,Jﬂ

2’ 2 2’ 2

13
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